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Feedback Blatt 2

o Aufgabe 4 lief sehr gut, fast alle mit voller Punktzahl
» In Aufgabe 3 gingen die Punkte fast nur bei der Begriindung verloren
o ,gerade” und ,ungerade” an die Zustande geschrieben, aber nicht gesagt warum

e ein paar Mal: A in der falschen Klasse

! Kl|q] = Werter, die in q landen, nicht die, die von q aus

akzeptiert werden



Autgabe 3

[‘]0]
[Ch]
Kl[g,]:
[CI3]
L(M) =

Sei G die Menge der Worter gerader Lange.

{zaa,zbb |z € G} U {\}
{za |z € G}

{zb |z € G}

{xab,zba | v € G}

Kl[g,] U Kl[gs]



Begrundung in zwel Schritten

1. Paritat. \ bleibt in ¢,. Jeder Buchstabe wechselt zwischen {q,, ¢;} und
{qy,45}. Also landen Worter gerader Lange in ¢, oder ¢4, ungerader Lange in
q, oder g,.



Begrundung in zwel Schritten

1. Paritat. \ bleibt in ¢,. Jeder Buchstabe wechselt zwischen {q,, ¢;} und
{qy,45}. Also landen Worter gerader Lange in ¢, oder ¢4, ungerader Lange in
q, oder g,.
2. Suffix. Jedes w # Nistw = xs mitx € Gund s € {a, b, aa, ab, ba,bb}. Nach x
ist M in ¢, oder ¢5. Von beiden aus gilt:
S ‘ a b aa ab ba bdb

3(go,8) =0(a5,8) | a1 @2 @ a3 a5 4o

— eine Zeile pro Sehritt reicht, aber das Warum muss dastehen



Recap



Regulare Sprachen

Definition 3.1. Ly, = {L(M) | M ist ein EA} ist die Klasse der Sprachen,
die von endlichen Automaten akzeptiert werden. Jede Sprache L aus Ly, wird

reguldr genannt.
o L regular zeigen: einen EA bauen
» L nicht regular zeigen: jeden EA ausschliessen

JEin EA hat nur ceinen Zuctand als Gedéchitnis. Ev kann nicht
beliebig weit zihlen.”



Lemma 3.3

Lemma 3.3. Seit A= (Q,%,04,q0, F) ein EA. Seien z,y € ¥*, © # y, so dass
(g9, ) FY (p, A) und (qy,y) F% (p, A) fiir ein p € Q. Dann existiert fir jedes
z€X* einr €Q, so dass xz,yz € Kl[r], also gilt insbesondere

xz € L(A) < yze L(A).

-0_0——0

,Oleicher Zuctand, gleiche Zukunft.”



Rezept: Nichtregularitat mit Lemma 3.3

Annahme: Es gibt einen EA A mit L(A) = L.
Betrachte [Q| + 1 Worter zy, ...,z 1.

Schubfachprinzip: Es gibt i < j mit 6(qq, z;) = d(gq, ;).

Finde z mit z,z € L, aber z;z ¢ L (oder umgekehrt). Widerspruch zu Lemma
3.3.

— die Arbeit steckt in der Wabl devr Worter und von 2
! und ] kennen wir nicht: z muss fir allet < j Funktionieren

W bdpPRE



Beispiel: {0"1" | n € N}

Angenommen, A ist ein EAmit L(A) = L.
Betrachte 0',07, ..., 01911, Das sind mehr Warter als Zustande, also gibt es
i < jmitdy(go,0°) = d4(q,07).



Beispiel: {0"1" | n € N}

Angenommen, A ist ein EAmit L(A) = L.

Betrachte 0',07, ..., 01911, Das sind mehr Warter als Zustande, also gibt es
i < jmitdy(go,0°) = d4(q,07).

Nach Lemma3.3gilt 0’z € L < 07z € Lfirallez € 3} _,.



Beispiel: {0"1" | n € N}

Angenommen, A istein EAmit L(A) = L.

Betrachte 0',07, ..., 01911, Das sind mehr Warter als Zustande, also gibt es
i < jmitdy(go,0°) = d4(q,07).

Nach Lemma3.3gilt 0’z € L < 07z € Lfirallez € 3} _,.
Fir z = 1% ist aber 0°1? € L und 0°1° ¢ L. Widerspruch.
,Der Automat micste cich die Anzahl Mullen merken.



/wischentrage

L,, ={0" | n € N—{0}}. Wir haben i < j mit (gy, 0%) = 6(qy, 09).
Welches 2?



Losung

Wihle z = 07°+5+1, Dann ist

07z = 09742+ — o+D)? ¢ L,



Losung

Wihle z = 07°+5+1, Dann ist

07z = 07" 421 — 0+1* e [

aber
0izy — Oj2+j+i+1 ¢ qu,
dennwegen1 <i<jistj2<ji2+j+i+1<(j+1)>2
pLwischen zwei aufeinanderfolgenden Quadratzahlen liegt keine weitere.”



Pumping-Lemma

Lemma 3.4. Sei L reguldr. Dann existiert eine Konstante ny € N, so dass sich
jedes Wort w € ¥* mit |w| > ng in drei Teile y, v und z zerlegen ldsst, das heisst
w = yrz, wobet

() |yz| < n,

(i) |x| > 1 und

(iii) entweder {yz*z | k € N} C L oder {yz*z | k€ N} N L = ().

/ (/f/j 91/f avch ﬁ'(rw ¢ L



Warum?

ny = |Q|. In der Berechnung auf den
ersten ny Buchstaben kommen n, + 1

Zustande g, ..., g, VOT. x
Also gibt es i < jmit ¢; = ¢;: eine y R .
Schleife. —( % >\_i/ >

y fUhrt zur Schleife, x ist die Schleife,
z ist der Rest.

Wie oft man die Sehleife liuft, cieht der Automat nicht: alle y:l?kz

enden inT."



Pumping als Spiel

Um zu zeigen, dass L nicht regular ist:

Der Gegner gibt n, vor. Wir kennen es nicht.

Wir wahlen ein Wort w mit |w| > n,,.

Der Gegner wahlt irgendeine Zerlegung w = yzz mit (i) und (ii).

Wir wahlen k und zeigen: yz* 2 und w = ya' 2 liegen nicht beide in L oder
beide nichtin L.

PN PE

— wir gewinnen gegen jede Lerlegung, dann ict [’"7} verfetzt



Beispiel: {0"1" | n € N}

Angenommen, L ist regular, und n, ist die Konstante aus dem Pumping-Lemma.

Wahle w = 0™ 1™ € L. Es gibt eine Zerlegung w = yxz mit (i)—(iii).



Beispiel: {0"1" | n € N}

Angenommen, L ist regular, und n, ist die Konstante aus dem Pumping-Lemma.
Wahle w = 0™ 1™ € L. Es gibt eine Zerlegung w = yxz mit (i)—(iii).
« Nach (i) ist |yz| < ngy, alsoy = 0" und z = 0™.

e Nach (i) istm > 1.
« Weil w € L, misste nach (iii) {0mo—™*Fm 1m0 | k € N} C L gelten.



Beispiel: {0"1" | n € N}

Angenommen, L ist regular, und n, ist die Konstante aus dem Pumping-Lemma.
Wahle w = 0™ 1™ € L. Es gibt eine Zerlegung w = yxz mit (i)—(iii).

« Nach (i) ist |yz| < ngy, alsoy = 0" und z = 0™.

e Nach (i) istm > 1.
« Weil w € L, misste nach (iii) {0mo—™*Fm 1m0 | k € N} C L gelten.

Aber fur k = 0ist yz = 0™~ ™1™ ¢ L. Widerspruch.



Typische Fehler

* n, selbst festlegen, z. B. w = 0°1°
o w Muss von n, abhangen

e eine bestimmte Zerlegung annehmen
o man muss jede Zerlegung mit (i) und (ii) widerlegen

« ein schlechtes Wort wahlen, z. B. w = 0™ fur {0"1"}
o kein ya*z liegt in L, also gilt (iii)

! mit dem Pumping-Lemma kann man nie zeigen, dass L requlir ist



/wischentrage

Beweisen Sie mit dem Pumping-Lemma, dass L, = {07 | n € N—{0}}
nicht regular ist. Welches w?



Losung

Wihle w = 0" € L, . Nach (i) und (i) ist z = 0™ mit 1 < m < ny,.



Losung

Wihle w = 0" € L, . Nach (i) und (i) ist z = 0™ mit 1 < m < ny,.
Fir k = 2 ist yz2z = 0"5+t™, und
n <nd+m<nd+ny < (ng+1)>=

Also yz2z ¢ L, aberw € L,,. Widerspruch zu (iii).

5q?

— (i) cagt, wie grocs T héchstens ict



Welche Methode?

e Lemma 3.3

o man wahlt die Worter und = selbst
o keine Fallunterscheidung liber Zerlegungen

e Pumping-Lemma

o man wahlt nur w und k
o w so wahlen, dass (i) die Zerlegung festnagelt

—> beidec ict ein indirekter Beweic: Annahme requlir, dann

Widerspruch



Nichtdeterminismus

Definition 3.3. FEin nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) ist ein
Quintupel M = (Q, %, 9, qy, F), wobei Q, 3, q, und F wie bei einem EA sind
und § eine Funktion von Q x ¥ nach P(Q) ist.

° (Q7 aa:) FM (pa $): fa“s p € 5((]7 CL)
» M akzeptiert z, falls mindestens eine Berechnung auf z in (p, \) mitp € F
endet

,Der NEA rét immer richtig.”

! 6(‘]7 CL) = () ict erlaubt: dann bleibt die
Berechnung ctecken und verwirft



Beispiel

5(Q0a 1) = {QOa Ch}r

5(q17 0) = Q)



Beispiel

0,1 0,1

0(q0,1) ={q0> @1}, 0(q,,0) =0
L(M) = {z1ly | v,y € 5,1}
wIn qy Fat der NEA, wann die beiden Einsen beginnen.”




Berechnungsbaum auf 001101

(¢o,001101)
A\

(g9, 01101)
Y

(g0, 1101)
\>
(g, 101) (0, 101)
(Q2,YOl) (Q1701) (QO;OU
%)) steckt fest (q0,1)
\] A A
(qas N) (q1, ) (405 N)

akzeptiert

—> Jeder Weg zu einem Blatt ict eine Berechnung: hier 4,
eine davon akzeptiert



/wischentrage

Entwerfen Sie einen NEA far
{w e %}, | das drittletzte Zeichen von w ist 1}.



Losung

1 0,1 0,1

,Der NEA rit, welche 1 die drittletzte ict, und prift dann, dass

genau noch zwei Zeichen kommen.”

! von Q3 9eht nichts weg: kommt danach noch ein Zeichen, bleibt
dieser Weq stecken



Kahoot





https://create.kahoot.it/share/regulare-sprachen-ea-pumping-lemma-lernen/e8f72cb5-c5de-4f62-b81c-67ca9035d331

Autgaben



Autgaben

6 Aufgabe 1:
Zeigen Sie mit Lemma 3.3, dass {a"b*" | n € N} nicht regular ist.

é Aufgabe 2:

Regular oder nicht?
(@) {w e 3, | Nummer(w) ist eine Zweierpotenz}
(b) {0"1™ | n =m (mod 3)}

‘ Aufgabe 3:

Sei L = {a't/ | i,j € N, i # j}. Zeigen Sie auf zwei Arten, dass L nicht
regular ist:
(@) mitLemma 3.3  (b) mit Lemma 3.2 und {a™b™ | n € N} ¢ Ly



Losung Aufgabe 1

Angenommen, A ist ein EAmit L(A) = L.

Betrachte a’, ..., al@t!, Es gibt i < j mit 6, (g, a’) = 6 4(qq, a?).



Losung Aufgabe 1

Angenommen, A ist ein EAmit L(A) = L.
Betrachte a’, ..., al@t!, Es gibt i < j mit 6, (g, a’) = 6 4(qq, a?).

Wahle z = b%'. Dannist a‘b** € L, aber a’b** ¢ L, weil 2 # 2i. Widerspruch zu
Lemma 3.3. ]



Losung Auftgabe 2

(a) Regular. Zweierpotenzen sind (b) Regular. Man merkt sich nur
genau die Worter in {0}*{1}{0}"*. (n —m) mod 3 und ob schon eine 1
kam.

0 0 0,1 . .
Zustande p,, py, p, (noch keine 1),
1 % 1 0,71, (SChon eine 1) und eine
—>( 5o ‘@ > Senke. Akzeptierend: p, 7.

—> nicht allee, was nach Zihlen avssieht, ict nicht requlir



LOosung Aufgabe 3

(a) Angenommen, A ist ein EA mit L(A) = L. Unter a', ..., a/?*! gibtes i < jim
selben Zustand. Fiir z = b? ist a’b’ ¢ L, aber a/b’ € L. Widerspruch zu Lemma
3.3.



LOosung Aufgabe 3

(a) Angenommen, A ist ein EA mit L(A) = L. Unter a', ..., a/?*! gibtes i < jim
selben Zustand. Fiir z = b? ist a’b’ ¢ L, aber a/b’ € L. Widerspruch zu Lemma
3.3.

(b) Angenommen, L ist regular. Auch {a}*{b}* ist regular (EA mit drei
Zustanden). Nach Lemma 3.2 ist dann

{a}*{b}* — L ={a"™b"™ | n € N}

regular. Widerspruch. O
—> mit Lemma. 3.2 kann man Nichtreqularitit weitergeben



Noch drei Autgaben

@ Aufgabe 4:
Zeigen Sie mit dem Pumping-Lemma, dass {0™1™ | n > m} nicht regular
ist.

Aufgabe 5:

Zeigen Sie, dass {02 | n € N} nicht regular ist.

@ Aufgabe 6:
Zeigen Sie, dass {07 | p ist eine Primzahl} nicht regular ist.



Losung Aufgabe 4

Wahle w = 0mo*11m0 € L. Nach (i) und (ii) ist y = 0, = 0™ mit m > 1.



Losung Aufgabe 4

Wahle w = 0mo*11m0 € L. Nach (i) und (ii) ist y = 0, = 0™ mit m > 1.
Flr k = 0ist yz = Qmo1=™1% Wegen ny + 1 —m < n,istyz ¢ L.
Aber w = yx'z € L. Widerspruch zu (iii).

JAufpumpen bringt hier nichte, also abpumpen. ™

!k =0 ict erlaubt, denn ) € N



LOosung Aufgabe 5

Wéhle w = 02" € L. Nach (i) und (i) ist z = 0™ mit 1 < m < n,,.



LOosung Aufgabe 5

Wéhle w = 02" € L. Nach (i) und (i) ist z = 0™ mit 1 < m < n,,.
Fir k = 2ist [yz?z| = 2" + m, und
20 < 2M0 4 m < 270 - ny < 270 4 270 = onotl

Also yz2z ¢ L, aber w € L. Widerspruch zu (iii).
SWie bei den Quadratzahlen: die Licken werden immer griccer.”



LOosung Aufgabe 6

Wabhle eine Primzahl p > ny + 2 und w = 07 € L. Nach (i) und (ii) ist z = 0" mit
1<m<ny.



LOosung Aufgabe 6

Wabhle eine Primzahl p > ny + 2 und w = 07 € L. Nach (i) und (ii) ist z = 0" mit
1<m<ny.

Flirk =p—m st

lyzFzl = (p—m)+ (p—m)-m = (p—m)(1+ m).



LOosung Aufgabe 6

Wabhle eine Primzahl p > ny + 2 und w = 07 € L. Nach (i) und (ii) ist z = 0" mit
1<m<ny.

Flirk =p—m st
lyz*z| = (p—m) + (p—m) -m = (p—m)(1 +m).

Beide Faktoren sind mindestens 2, dennp —m >p —ng > 2und 1 +m > 2.
Also ist |yz*z| keine Primzahl, yz*z ¢ L, aber w € L. O

S co wihlen, dascs die (dnge einen Faktor bekommt.”



Bis nachste Woche!
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